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今日的数学，已是一个无比庞大复杂的知识体系，它

的思想与方法的触角已延伸到社会各门科学技术与人们日

常生活的一切领域，成为了人类社会生活中一个不可或缺的

内容。现在的它，已被中外各国的教育体制一分为二，即初

等数学与高等数学。所谓初等数学，粗糙地说就是指十七世

纪英国牛顿在创立“流数与反流数”（即微分与积分法）之前，

人类所积累的数学知识，也就是我们常说的古典数学。现在

人们已把这些古典数学在做了规范化处理以后编入了中小

学课本。至于在牛顿之后近三、四个世纪中发展起来的现代

数学，特别是以微积分为主体的高等数学，业已成为理工科

大学的必修主课。因为一切工程技术人员都要以高等数学作

为叙述与推导工程技术原理、进行复杂的工程设计与计算的

手段，而各学科的科研人员，则更需要应用现代数学对各类

物质运动进行表述、计算以及构建各种数学模型。至于大学

里的非理工专业，尽管不需要将数学直接应用到本专业，但

据笔者所知，至少在中国，他们也已开设了数学课程供学生

选修。这里我们还需要提到自十九世纪发展起来的非功利性

抽象数学，即现在被人们称为“核心数学”的理论数学，它

们现在虽尚未得到直接应用，且远离人们的直接经验，但也

为各综合大学数学系师生和各有关研究所的专业人员所专

攻，并取得了很大成绩。综上所述，我们可以看出，数学业

已成为当代教学与文化不可或缺的组成部分，是当代人类文

明的支柱力量。

我们在前面的文章“漫谈数学文化”（参见《数学文化》

2011/ 第 2 卷第 1 期第 59 页）中已经提到，数学不以现实世

界中任何物质内容作为自己的研究对象，具有一种超现实性

的品格。若是如此，那么数学的学术应当是一种无源之水和

无根之木，它如何又能发展成今天那样的一个无比庞大的知

识体系呢？它如何又能够成为一种社会的科技文化和人类

文明生活的支柱呢？因此，数学究竟是一种什么样的学问，

是我们必须要弄明白的。为了说明这一切，我们需要从初等

的、古典的数学谈起。

人类在形成与创立的初期，首先就需要一种在生产实

数学的发端和演变    

曹之江
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践和交际中使用的语言。当今天的小学生，他们在数学课堂

上首先碰到数字 1, 2, 3, ……，这些我们今天称之为自然数

的符号，虽然它们并没有单位、量纲，并不专指任何具体事

物，以示一种抽象的东西，但是，当学生们初次见到了它，

仍是那么的亲切与自然，他们想到的是一匹马、两头牛、三

棵树等等。这些数学符号原来不过就是他们的一种特殊的生

活语言。这些数字后来尽管衍生成为小数、分数，甚至成为

代数课程中的更抽象的字母符号 A, B, C, …，X, Y 等，他们

仍然感到这一切都是生活中的数量描述，完全符合自己的经

验，而并不感到陌生。这些数字，它们虽然不是专指某类特

殊物质，但却可适用于定量描述一切物质，它们虽然是描述

事物的语言，但这种语言是定量的、有特殊性、具有某种转

换演算的技巧。因此，人们把它专列出来成为一种训练的技
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术。这也许是古典数学的最初来源与发端吧。在这里尚需指

出的是，在古典数学中，除了事物的数量关系描述以外，尚

包含着一种形态描述，这就是初等几何的来源。这是出于古

人对丈量土地和计算、测量多种器物而产生的。在初等几何

中我们见到最简单的事物的抽象形态就是直线和圆周，以及

由它们所界定的几何形体，如多边形、球、各种锥体等。这

些对事物形态进行简单描述的语言，它们也与对事物进行定

量描述的语言一道，归入到朴素的古典数学内容之中。

然而，到了中世纪，资本主义的产业革命与生产关系

在欧洲已初露端倪。以粗浅的感性经验为基础而综合起来的

知识，已不能满足人们日益增长的需求。人们已不再完全相

信由上帝所赐予的直接经验，而认为一切都需要理性的归纳

分析来认识事物的本质。在这个时代里，出现了如哥白尼、

伽里略、开普勒、费尔马、笛卡尔等伟大的先驱，形成了人

类理性智慧大放光芒的时代。这时，在数学上也开始不限于

对量的那种孤立、静态的描述，而进入到了对量进行动态描

述时代，并出现了微积分的方法，从而使得理性主义在数学

中大放异彩。在朴素的古典数学中，一个字母所代表的量是

静态的、孤立的，在方程式中出现的也不过代表未知的孤立

的量而已。而我们今天所需要的是，要描写天上日月星辰的

运动、大海中航船的位置、生活中各种量之间的变化依赖关

系等，于是在数学中出现了变量与函数的概念。

在人类的语言中，量的概念和符号由静态发展到动态，

这在数学上就产生了一个划时代的变化。在变量数学中，数

就演变成了函数——变量之间的一种依赖关系。人们最初所

理解的函数只不过是一种公式或一种演算，如 s=vt（距离等

于速度乘以时间），A=BH（矩形面积等于底乘以高）等。

这里 v 与 H 若是常数，人们就可发现，这公式所表述的，

只不过是最简单的变量关系（正比关系）。若把函数视为是

一种演算，则我们早先所知道的演算只是加减乘除而已。因

此它们所经过重叠运算所能得到的函数，则是多项式，或两

个多项式相除所得的有理函数。我们在后继的学习中就会发

现，这种有理函数虽然也有万万千千，但它们却远不能去表

述自然界的一切现象。例如，地球围绕太阳的运动、一杯高

温热水的冷却过程等，都是不能用有理函数来表述的。因此

为了定量描述自然界的一切现象和过程，我们就必须冲破由

四则运算来构造函数的束缚，这就是后来人们创造出各种无

理函数和超越函数的由来。

上文提到人类社会发展到中世纪，已不能满足于用朴

素的古典数学语言去静止的描述世间万物，而必须要有一种

新的数学语言去动态的描述自然界的万物及其运动。而这个

新数学，是必须要以人的理性智慧去创造的，这里就包括要

去创立一个足以描述各种物质运动的新型函数体系及相应

的演算方法。这是一项与人类的现代科学思想史同时发展壮

大起来的极其浩大而复杂的工程。在这项工程中，伟大的牛

顿与莱布尼兹走出了决定性的一步。1687年，牛顿在他的“自

然哲学的数学原理”一书中，同时提出了全新的动力学理论

与相应的“流数”法（微积分法）。牛顿在这里所创立的微

积分方法是为了描述与计算他的新动力学而提出的，所以其

后的两个世纪中，微积分方法只是作为各种自然科学与工程

科学的一种技术手段而存在，它只是各种物质科学的一种附

庸，没有自己的独立地位，更没有严密的逻辑系统。当时的

科学界，人们只是忙于应用微积分方法去开疆拓土，建立本

门学科的基础与应用理论，没有人去关心并完善微积分学本

身的基础，因此微积分在创立的两个世纪内，常常不能做到

自圆其说，有时还产生很大的矛盾。在十八世纪，有人竟笑

话牛顿的“流数”与莱布尼兹的“微分”是“逝去了量的鬼魂”，

而无人能够起来反驳，从而导致了所谓的第二次世界数学危

机。而风雨飘摇中的微积分由于在各学科中具有有效的应用

得以保存发展。

到了十九世纪科学家们才回过头来整理紊乱的微积分

学的基础。这里特别值得提出来的是法国科学家柯西（当

时因为数学还不是一门独立的学科，因此尚没有纯粹的数

学家），他整理了一个完整的微积分学的理论系统，这个

柯西系统一直延用至今。然而，当时的学术界认为微积分

学要做到逻辑上的完全严密化，首先必须做到实现功利化。

而当时微积分学是没有功利化的，要实现功利化的最大难

处是它的论域问题，也就是它立论的数值基础。而我们从

古典数学以来，所具有的数域是上帝所赐予的自然数域，

以及它的衍生物小数、分数所构成的被人们称之为有理域

的数域。这个有理数域大可以测量和计算天体之间的距离，

小可以测量原子的直径。人们每天都要接触与应用它，是

十分得心应手的工具。然而，在理论上它却是不严实的，

在数学上称之为不完备或不连续的。早在纪元前五百年，

古希腊人就发现，单位正方形的对角线长度是不能用数（有

理数）来表示的，这就是说我们若将有理数都标到一条无

限长的数轴上，则在单位正方形对角线的长度的点上（现

在人称之谓 ），就是一个空隙。人们因为不能理解，就把

这种不能用有理数来表示的几何长度，统称为无理数。后

来人们证明了，在数轴上这种无理数何止千千万万！二十

世纪初，有一个法国人勒贝格，他发明了一种测量数轴上

任何一个数集合的容积尺度。他发现在任何有限闭区间（a, 
b）上，所有无理数的勒贝格尺度是 b-a，即区间长度，而

所有有理数的尺度是零。这说明有理数尽管密密麻麻，无
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处不在，但它却少到在区间上不占任何地盘，而无理数却

占到整个区间。这种情况说明了所有的有理数在数轴上竟

不占地位，因此将它铺在数轴上，几乎处处都是千疮百孔的。

这种情况在数学上就称之谓不完备的或不连续的。而我们

的微积分学，不能建立在千疮百孔的有理数域上，必须建

立在完备的或连续的、严实的数域上。因为只有在这样的

数域上，它才能建立严密的极限理论和包含各种超越函数

的体系，它才能实现公理化和理论上的严密化。

上面提到的，我们要在变量数学中建立的新数域就是

所谓的实数域。这个实数的建立，在理论上是非常抽象和玄

虚的，很难为人们所理解。我们在这里只能够把它们说成为

与数轴上的点一一对应，而且严实无隙的数集，是它实现了
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几何直线与数系的和谐统一。这个和谐统一不是上帝所

给的，而是人类自己用理性智慧创造出来的异彩。然而，

我们应该说，这实数是不“实”的。数学家们把它的主体

无理数说成是“无限位的不循环小数”。而一个“无限位”

的数是人们完全不能去把握的，因此对于人们来讲，这

个实数不是一种实在，而人们日常实际接触与使用的数

仍然只是有理数。于是实数只是人们一种理性上的实在。

这样看来实数及建立在其上的数学都只是在逻辑演绎上

有价值，而人们在实践上应用的仍是有理数。

在数学上，较之于有理数系，实数则是多了一个完

备性和连续性（完备性、连续性在数学上是完全等价的

命题）。然而，要在有理数公理上增加一个完备性公理，

从而构造出一个新的数系，并证明这个新数系的实在性

和相容性，这是谈何容易的事！而这件伟大而艰巨的事

却在十九世纪下半叶由许多数学家们去完成了。这里我

们需要特别指出的是德国的康托与戴德金。康托把有理

数的基本列（一种无限浓缩的数列）称之为实数，戴德

金则把有理数的分割称之为实数。他们二人都各自建立

了构造实数的代数元素，赋予并证明了它们具有有理数

的各种公理性质。此外，还特别证明了它们具有完备性。

这样他们就完成了实数系的建立，在历史上称之为一维连

续统理论。连续统理论的建立不仅在数学上，而且在科

学史上都是一件划时代的大事，它不仅使数学摆脱了对

物理学和其他科学的附庸地位，成为了一门独立发展的

大学科，而且在思想上也深深地影响了其他科学的发展。

在这里我们还应该讨论一下在实数上兴起来的微积分科

学是如何应运而生的，它的内容、方法及意义等，但限

于篇幅，就不能在本文里讨论了。


