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开场白

从数学的历史发展来看，初等数学与高等数学之间的联系是非常紧密的。

然而在当前的数学教学中，二者往往处于割裂的状态。本文以一道平面几何题

的多种解法以及推广为主线，通过虚拟对话的方式，对这些解题方法的相关历

史背景及其内在联系进行了初步的探讨，尝试勾画出初等数学是如何发展到高

等数学的。在某种意义上，这场对话的内容可以看成是两千多年数学发展历史

的一个纵向切面。

主要人物介绍 

M• 克莱因 ：20 世纪美国数学史家和数学教育家。《古今数学思想》是他的代

表作之一，论述了数学思想的古往今来，这也是选择他作为此次对话主持人的

主要原因。

泰勒斯 ：古希腊数学家、哲学家，被誉为“论证几何学的鼻祖”。

毕达哥拉斯 ：古希腊数学家、哲学家，毕达哥拉斯学派的创始人，该学派信奉

“万物皆数”，即万事万物都可以由整数或者整数之比来表示。

希帕苏斯 ：毕达哥拉斯学派成员，传说他首先发现了正方形对角线与其一边的

不可公度性，而被惊恐不已的其他成员扔进了大海。

欧多克斯 ：古希腊天文学家和数学家，他所提出的新比例理论暂时消除了由于

不可公度量的出现而引发的“数学危机”。

芝诺 ：古希腊数学家、哲学家，因提出了一系列关于运动不可分性的哲学悖论

而闻名于世。在这些悖论中，其中一个就是“论证”了希腊善跑名将阿基里斯

永远追不上一只乌龟。
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欧几里得 ：古希腊论证几何学的集大成者，其著作《原本》对后世的影响极为

深远。

艾布 • 瓦法 ：中世纪阿拉伯天文学家、数学家，著有《天文学大全》，证明了

平面和球面三角形的正弦定理。

笛卡尔 ：17 世纪法国哲学家、数学家，将几何坐标体系公式化从而开创了解

析几何。

关孝和 ：17 世纪日本数学家，在 1683 年的著作《解伏题之法》中最早提出了

行列式的概念及算法。

拉格朗日 ：18 世纪法国数学家，数学分析的开拓者之一。

高斯 ：18-19 世纪德国数学家，享有“数学王子”的美誉。在历史上，高斯并

不是最先给出复数的几何解释的，但是由于他的巨大影响力，人们逐渐认识到

这种解释的合理性，从而沟通了复数和平面几何的联系，使得复数成为解决平

面上的数学问题和物理问题的重要工具。

格拉斯曼 ：19 世纪德国数学家，历史上首次清晰地解释了“n 维向量空间”的

概念，把 n 维向量空间的向量和与积用纯几何方法来定义，发展了通用的向量

演算法。

哈密尔顿 ：19 世纪英国数学家，提出了著名的“四元数”；在历史上，他是第

一位用“向量（vector）”这个词表示有向线段的数学家。

庞斯列 ：19 世纪法国数学家，他使得射影几何真正变革为一门具有独立的目

标和方法的学科。

康托尔：19 世纪德国数学家，集合论创始人，认为“数学的本质在于它的自由”。

 

M• 克莱因 ：诸位，在西方文明中数学一直是一种主要的文化力量 1 ；以神圣

的数学之名，我们欢聚一堂。首先有请古希腊泰勒斯先生。 

泰勒斯 ：今天我们来探讨几何学。几何学源远流长，人类最初的几何知识从对

世界万物形的直觉中萌发出来。事实上，古埃及的几何学即产生于尼罗河泛滥

后土地的重新丈量，“几何学”一词的希腊文意即“测地” 。2 

古希腊时代以前的数学都以经验的积累为特征，几何学也不例外 ；但经验不是

获取知识的唯一方法，经验也不能给人类以推理能力，我们需要一种推理方法

来保证它所导出的结论具有确定性。

1 M• 克莱因 . 西方文化中的数学 . 张祖贵 译 . 上海：复旦大学出版社，2004.
2 李文林 . 数学史概论 ( 第 2 版 ) . 北京：高等教育出版社，2002.
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M• 克莱因 ：古希腊学者们所发明的推理方法就是演绎法，即从已认可的事实

推导出新命题，承认这些事实就必须接受推导出的命题 ；而几何学便从此进入

了推理几何阶段，对于各种各样几何图形的性质作系统化和深刻的分析 3。 

泰勒斯 ：的确如此。尽管历史学家把论证数学的开端归功于由我领导的爱奥尼

亚学派，但实际上我们学派的兴趣主要还是在自然哲学方面，比如宇宙起源理

论等等。关于我本人也有很多传说，比如说我早年经商，进行橄榄榨油机生意

发了大财，在巴比伦我预报了公元前 585 年的一次日蚀，甚至还说我夜晚散步

在全神贯注观察星星时，不小心跌到沟中成了落汤鸡——但传说毕竟是传说。 

M• 克莱因 ：关于泰勒斯先生的传说有些还是有记载的，比如新柏拉图派哲学

家普罗克鲁斯先生在其著作中便介绍说泰勒斯先生证明了下面关于三角形的一

个很基本的性质 ：等腰三角形两底角相等。

三角形是仅次于线段和直线的最基本、最简单的几何图形，并且空间中的大部

分基本性质都已经在三角形的几何性质中充分体现，因此三角形是古希腊几何

学所研究的重要内容之一。

泰勒斯 ：不错，今天我们要探讨的几何问题便是与三角形有关 ：

如图 1, G 为△ ABC 重心，过 G 的直线交 AB 于 M, 交 AC 于 N。求证 ：

BM
MA

+ CN
NA

= 1 4。

 

毕达哥拉斯：泰勒斯先生，正所谓万物皆数，BM 与 MA，CN 与 NA 应该均可公度！

希帕苏斯：我的名字就是一种传说，哪怕再次面临着被扔到汹涌的大海的危险，

我也要说出我的发现 ：毕达哥拉斯先生，世上确实存在不可公度的线段！比如

正方形的边长和对角线长 {a, b} 之间的辗转丈量就是永无休止因而是不可公度

的 （如图 2）！

3 项武义 . 基础几何学 . 北京：人民教育出版社，2004.
4 该问题参见：http://www.cut-the-knot.org/triangle/CharacteristicPropertyOfCentroid.shtml.

图 1


